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SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE–DE RHAM:
ESTIME´ES SUR LES VARIE´TE´S CONVEXES
PIERRE GUERINI
Re´sume´
Cet article pre´sente des minorations universelles de la premie`re valeur propre non nulle du laplacien
des formes diﬀe´rentielles sur les domaines euclidiens ou he´misphe´riques convexes ou les hyper-
surfaces euclidiennes convexes.
Abstract
This article presents universal lower bounds for the ﬁrst non-zero eigenvalue of the Laplacian
of diﬀerential forms on Euclidean domains, domains of the hemisphere and convex Euclidean
hypersurfaces.
1. Introduction et e´nonce´s des re´sultats.
Dans cet article, nous appelerons domaine de Rn (n  2) tout ouvert connexe borne´
de Rn dont le bord est lisse. Les domaines euclidiens convexes (c’est-a`-dire dont
les courbures principales du bord sont positives) et les hypersurfaces euclidiennes
compactes convexes (dont la me´trique est he´rite´e de celle de l’espace euclidien
ambiant et e´galement a` courbures principales positives) ne peuvent pas posse´der de
petites valeurs propres non nulles pour le laplacien sur les fonctions si leur diame`tre
n’est pas grand. Cela de´coule en eﬀet, pour les domaines, du the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.1. Soit n  2 et Ω ⊂ Rn un domaine convexe. Alors :
µ1,0(Ω) 
π2
d(Ω)2
et
λ1,0(Ω) 
λ1,0(B1)
d(Ω)2
,
ou` µ1,0(Ω) de´signe la premie`re valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions
de Ω qui satisfont les conditions de bord de Neumann, λ1,0(Ω) de´signe la premie`re
valeur propre du laplacien sur les fonctions de Ω qui satisfont les conditions de bord
de Dirichlet, B1 est la boule unite´ dans Rn et d(Ω) est le diame`tre de Ω.
La premie`re ine´galite´ est due a` Payne et Weinberger (voir [8]); la seconde est une
conse´quence directe de la proprie´te´ de monotonie (voir [1]) pour les conditions de
bord de Dirichlet. Notons que ces deux ine´galite´s sont optimales.
Pour les hypersurfaces, on a l’ine´galite´ suivant e´galement optimale.
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The´ore`me 1.2. Soit n 2 et S⊂Rn+1 une hypersurface convexe munie de la
me´trique geucl he´rite´e de R
n+1. Alors:
ν1,0(S, geucl) 
π2
d(S)2
,
ou` ν1,0(S, geucl) est la premie`re valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions
de S et d(S) de´signe le diame`tre de (S, geucl).
Cette proprie´te´ a e´te´ de´montre´e par Li et Yau dans [7] (avec la constante π2/2),
puis optimalise´e par Yang et Zhong dans [10].
Nous nous proposons dans cet article de de´montrer des estime´es similaires dans
le cadre des formes diﬀe´rentielles. Notons que ce cadre plus ge´ne´ral de l’e´tude
du laplacien permettra en particulier de rede´montrer de fac¸on tre`s simple les
the´ore`mes de Payne–Weinberger et de Yang–Zhong (avec toutefois des constantes
non optimales).
Commenc¸ons par ﬁxer le cadre de notre e´tude. Soit Ω un domaine de Rn ou de
la sphe`re Sn (n 2). On se donne e´galement (M, g), une varie´te´ riemannienne
compacte orientable connexe sans bord. Pour p ∈ {0, . . . , n}, on conside`re le
laplacien ∆ agissant sur les p-formes diﬀe´rentielles lisses ω de Ω ou de M par
∆ω := (dδ + δd)ω,
ou` d est la diﬀe´rentielle exte´rieure, δ := (−1)n(p+1)+1  d est la codiﬀe´rentielle, et
 est l’ope´rateur de Hodge. Dans le cas d’un domaine Ω, on dira qu’une forme
ω ∈ C∞Λp(Ω) satisfait les conditions de bord (CB) absolues (A) si
i∗  ω = 0 et i∗  dω = 0,
ou` i est l’inclusion ∂Ω ↪→ Ω. Ces conditions ge´ne´ralisent aux formes diﬀe´rentielles
les CB de Neumann (N). L’autre proble`me a` bord que nous conside´rerons est donne´
par les CB relatives (R) qui ge´ne´ralisent les CB de Dirichlet (D)
i∗ω = 0 et i∗δω = 0.
Rappelons que si ω est une p-forme diﬀe´rentielle lisse sur Ω ou M , alors ω se
de´compose en une somme
ω = h + α + β
ou` h est une p-forme harmonique, α est exacte et β est coexacte. De plus, dans le
cas des domaines, si ω satisfait les CB(A), alors il en est de meˆme de h, α et β. On
note (µk,p(Ω))k∈N (respectivement (λk,p(Ω))k∈N ) la suite croissante des valeurs
propres non nulles du laplacien agissant sur les p-formes diﬀe´rentielles sur Ω avec
les CB(A) (respectivement (R)). L’ope´rateur de Hodge commute avec le laplacien
et e´change les CB(A) et (R). Par conse´quent:
λk,n−p(Ω) = µk,p(Ω), ∀k  1.
Ainsi il nous suﬃra de nous placer dans le cadre des CB(A).
Dans le cas compact et pour p∈ {0, . . . , n}, notons aussi (νk,p(M, g))k∈N la
suite croissante des valeurs propres non nulles du laplacien agissant sur les p-
formes diﬀe´rentielles sur (M, g). Ici, pour tout p∈ {0, . . . , n} et tout k∈N,
νk,p(Ω)= νk,n−p(Ω). Ainsi, il suﬃt, pour connaˆıtre tout le spectre d’une varie´te´
compacte, de se limiter a` p [n/2] (ou` [·] de´signe la partie entie`re). Pour un re´sume´
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de la the´orie ge´ne´rale du laplacien sur les formes diﬀe´rentielles, on se reportera a`
[2]; un expose´ complet se trouve dans [9].
Nous montrons ici les the´ore`mes suivants.
The´ore`me 1.3. Soit Ω un domaine convexe Rn (n 2). Pour tout p∈
{0, . . . , n},
µ1,p(Ω) 
C1(n, p)
d(Ω)2
,
ou` d(Ω) est le diame`tre de Ω et
C1(n, p) =


n− 1
ne3
, si p = 0,
p(n− p)
ne3
, si 1  p  n− 1,
λ1,0(B1), si p = n,
e e´tant la base du logarithme ne´perien.
Nous obtenons, comme corollaire de la preuve de The´ore`me 1.3, une estime´e du
spectre d’un domaine convexe d’un he´misphe`re.
The´ore`me 1.4. Soit Ω un domaine convexe de l’he´misphe`re Sn1/2 de (S
n, can)
(ou (Sn, can) est la sphe`re de rayon 1 dans Rn+1 munie de la me´trique he´rite´e de
R
n+1). Pour tout p ∈ {0, . . . , n},
µ1,p(Ω)  µ1,p
(
Sn1/2
)
.
Dans le cas des hypersurfaces convexes euclidiennes, nous montrons le the´ore`me
suivant.
The´ore`me 1.5. Soit (S, geucl) une hypersurface convexe de Rn+1 (n  2). Pour
tout p ∈ {0, . . . , [n/2]},
ν1,p(S, geucl) 
max {1, p}
2e3
1
d(S)2
,
ou` d(S) est le diame`tre (S, geucl).
2. Preuves des the´ore`mes.
Preuve du The´ore`me 1.3. Le cas de p = n est une conse´quence directe de la
proprie´te´ de monotonie pour les fonctions (D) (voir The´ore`me 1.1). Soit Ω un
domaine quelconque de R
n
. Si f est une fonction propre pour les CB(N) associe´e a`
µ1,0(Ω), alors df est une 1-forme propre non nulle associe´e a` la meˆme valeur propre,
qui ve´riﬁe les CB(A). Il s’ensuit que µ1,1(Ω)µ1,0(Ω). Le cas p=0 de´coule donc
du cas p=1.
E´tudions alors le cas ou` 1 pn− 1. L’ide´e consiste a` modiﬁer quasi-
isome´triquement la me´trique euclidienne de sorte que le domaine devienne un
domaine convexe de la sphe`re. On applique alors la formule de Bochner. Soit Ω′
l’image Ω par l’homothe´tie de rapport 1/(d(Ω)
√
n). Pour tout p∈ {1, . . . , n− 1} ,
µ1,p(Ω) =
µ1,p(Ω′)
d(Ω)2 n
. (1)
La me´trique euclidienne est, en coordonne´es polaires, ge = dr2 + r2 dθ2n−1.
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Conside´rons, dans Rn+1, la sphe`re Sn de rayon 1. On assimile Rn au plan Pn
tangent a` Sn, au point O′ de coordonne´es (0, . . . , 0, 1). Quitte a` translater Ω′, on
suppose que son centre de gravite´ est le point (0, . . . , 0, 1). Ainsi Ω′ est contenu
dans la boule Beucl(1/
√
n) de centre O′ et de rayon 1/
√
n dans Pn.
Soit alors Φ1 : Pn→Sn, l’application qui a` x ∈ Pn associe l’unique intersection
de la demi-droite [0x) avec la sphe`re Sn. On munit Pn des coordonne´es polaires de
centre O′; de meˆme, on munit Sn \ {O′′} des coordonne´es polaires de centre O′,
ou` O′′ est le point de Sn diame´tralement oppose´ a` O′. Dans ces coordonne´es, Φ1
s’e´crit
Pn → Sn;
(r, θ) → (arctan(r), θ).
Conside´rons la me´trique
gs =
1
(1 + r2)2
dr2 +
r2
(1 + r2)
dθ2n−1.
Il s’agit de l’image re´ciproque sur Rn, par Φ1, de la me´trique sur Sn. Si 0  r 
1/
√
n, nous avons
1
(1 + 1/n)2
ge  gs  ge.
Par [4, Proposition 3.3], pour tout p ∈ {1, . . . , n− 1}, nous avons
µe1,p(Ω
′)  1
(1 + 1/n)3n
µs1,p(Ω
′) (2)
ou` µe1,p de´signe la valeur propre du laplacien pour la me´trique euclidienne, et µ
s
1,p
de´signe la valeur propre du laplacien pour la me´trique sphe´rique.
E´tudions maintenant les valeurs propres de µs1,p(Ω
′). Soit ϕ ∈ C∞Λp(Ω′) une
forme propre (A) associe´e a` µs1,p(Ω
′). Par la formule de Bochner (voir [6]), nous
avons
µs1,p(Ω
′)〈ϕ,ϕ〉 = 〈∆sϕ,ϕ〉
= 12∆
s|ϕ|2 + |∇sϕ|2 + Rsp(ϕ,ϕ),
ou` l’exposant s signiﬁe que l’on travaille avec la me´trique sphe´rique.
En inte´grant,
µs1,p(Ω
′)‖ϕ‖2 =
∫
Ω′
|∇sϕ|2 +
∫
Ω′
Rsp(ϕ,ϕ) +
∫
∂Ω′
〈∇sNs ϕ,ϕ〉, (3)
ou` Ns est le champ de vecteurs normaux sortants unitaires (pour gs) a` ∂Ω′.
Ces trois dernie`res inte´grales ont les proprie´te´s suivantes.
(i) Le terme
∫
Ω′ |∇sϕ|2 est positif.
(ii) Comme on travaille sur la sphe`re unite´, par [5, Corollaire 2.6], le tenseur Rsp
est minore´ par p(n− p). Donc ∫
Ω′ R
s
p(ϕ,ϕ) p(n− p) ‖ϕ‖2.
(iii) La projection Φ1 est par construction totalement ge´ode´sique. Comme le
diame`tre pour la me´trique ge du domaine convexe Ω′ est plus petit que 1, il s’ensuit
que la ge´ode´sique minimale pour la me´trique gs qui relie deux points quelconques
de Ω′ est contenue dans Ω′. Ainsi les courbures principales de ∂Ω′ pour la me´trique
gs sont positives. Il vient alors
∫
∂Ω′〈∇sNϕ,ϕ〉  0.
On de´duit alors de (3) que
µs1,p(Ω
′)  p(n− p). (4)
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En combinant (1), (2) et (4), on a le re´sultat, sachant que la suite ((1+1/n)n)n∈N\{0}
est croissante et tend vers e.
Preuve du The´ore`me 1.4. Le cas p = n de´coule de la proprie´te´ de monotonie
dans le cas des domaines sphe´riques.
Le cas p = 0 sera une conse´quence imme´diate du cas p = 1.
Soit donc, pour 1  p  n − 1, une p-forme propre ψ sur Ω associe´e a` la valeur
propre µ1,p(Ω). Par la formule de Bochner,
µ1,p(Ω) ‖ψ‖2 
∫
Ω
|∇ψ|2 + p(n− p) ‖ψ‖2. (5)
Mais par [5, Lemme 6.8] nous avons∫
Ω
|∇ψ|2  1
p + 1
∫
Ω
|dψ|2 + 1
n− p + 1
∫
Ω
|δψ|2. (6)
Ainsi, d’apre`s les ine´galite´s (5) et (6),
– si ψ peut eˆtre choisie coexacte, µ1,p(Ω)  (p + 1)(n− p);
– sinon µ1,p(Ω) (n− p + 1)p.
Mais on de´duit aise´ment de [5, Section 11] que
(p + 1)(n− p) = µ¯1,p
(
Sn1/2
)
,
ou` µ¯1,p(Sn1/2) est la premie`re valeur propre pour les p-formes coexactes sur S
n
1/2,
qui ve´riﬁent les CB(A). De meˆme,
(n− p + 1)p = µ˜1,p
(
Sn1/2
)
,
ou` µ˜1,p(Sn1/2) est la premie`re valeur propre pour les p-formes exactes sur S
n
1/2, qui
ve´riﬁent les CB(A), d’ou` le re´sultat.
Remarque 2.1. Il est probable que l’ine´galite´ du The´oreˆme 1.4 soit une e´galite´
si et seulement si Ω = Sn1/2 (cela est connu si p = n : c’est la proprie´te´ de monotonie
pour les domaines sphe´riques). Mais cela demande de comprendre plus en de´tails
comment se comporte une forme propre notamment au bord des domaines.
Preuve du The´ore`me 1.5. Comme dans la preuve de The´ore`me 1.3, on prend
S′, l’image de S par l’homothe´tie de rapport 1/(d(S)
√
n). On conside`re e´galement
sur Rn+1, les me´triques ge et gs. Comme on l’a vu dans la preuve de The´ore`me 1.3,
S′ est encore convexe relativement a` la me´trique sphe´rique.
Lemme 2.2. Le tenseur de courbure Rs de S′ par rapport a` la me´trique gs est
minore´ par 1.
Si ϕ ∈ C∞Λp(S′) est une forme propre sur S′ associe´e a` la valeur propre νs1,p(S′),
la formule de Bochner donne, apre`s integration,
νs1,p(S
′)‖ϕ‖2 
∫
S′
Rsp(ϕ,ϕ).
Par le Lemme 2.2 et [5, Corollaire 2.6], le tenseur Rsp est minore´ par p(n − p).
Donc νs1,p(S
′) est minore´e par p(n− p), lorsque p ∈ {1, . . . , n− 1}, ce qui donne le
re´sultat, comme pour le The´ore`me 1.3, sur ν1,p(S).
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Preuve du Lemme 2.2. Il faut montrer que pour tout ξ ∈ S′ et tout v ∈ ∧2 TξS′,
ρsξ(v)  ‖v‖2, ou` ρsξ est de´ﬁnie par ρsξ(x∧y) = Rsξ(x, y, x, y) et ou`
∧2
TξS
′ est e´quipe´
du produit scalaire he´rite´ de la me´trique sur TξS′ ↪→ (Rn+1, gs).
Mais si R˜ est le tenseur de courbure de (Sn, can) et ls, la seconde forme
fondamentale de S′ plonge´ dans (Rn+1, gs), nous avons, d’apre`s [6, The´ore`me 5.5],
pour tous x, y, z, t ∈ TξS′,
Rsξ(x, y, z, t) = R˜
s
ξ(x, y, z, t) + l
s
ξ(x, z)l
s
ξ(y, t)− lsξ(x, t)lsξ(y, z).
Soit {λs1, . . . , λsn} les courbures principales au point ξ de S′ et {e1, . . . , en} une base
orthonormale de TξS′ qui diagonalise lsξ.
Pour tout
v =
∑
i<j
vij ei ∧ ej ∈
∧2
TξS
′,
on a
ρξ(v, v) = ρ˜ξ(v, v) +
∑
i<j
v2ijλ
s
i λ
s
j
 ρ˜ξ(v, v), par convexite´ de S′.
Comme les valeurs propres de ρ˜ valent toutes 1 ; cela donne le re´sultat.
3. Quelques remarques.
Notons que l’on ne peut pas aﬀaiblir les hypothe`ses du le The´ore`me 1.3 en
imposant uniquement une normalisation du volume. En eﬀet, un entier K  1 e´tant
donne´, il n’est pas diﬃcile de construire des domaines convexes de volume 1 et
posse´dant une petite valeur propre pour les CB(A), pour tout pn − 1. Il suﬃt
pour cela de conside´rer le produit d’une boule de dimension n − 1 et de grand
diame`tre avec un petit intervalle (que l’on lisse, aﬁn d’obtenir un domaine). Cet
exemple, qui permet d’obtenir autant de petites valeurs propres que l’on veut,
montre aussi qu’aucune valeur propre d’un domaine convexe ne peut eˆtre controˆle´e
inde´pendamment du diame`tre.
L’exemple des sphe`res de Berger (voir [3]) montre qu’une seule hypothe`se sur
la positivite´ de la courbure sectionnelle des sphe`res riemanniennes de diame`tre
uniforme´ment borne´ ne suﬃt pas pour obtenir une estime´e du type 1.5. D’un autre
coˆte´, on retrouve par ce the´ore`me que les me´triques des sphe`res de Berger ne sont
pas en ge´ne´ral isome´triquement plongeables comme hypersurfaces euclidiennes.
Le The´ore`me 1.3 montre que pour tout p et tout domaine convexe Ω, le produit
µ1,p(Ω) · diam2(Ω) est minore´ par une constante universelle strictement positive.
Mais ces estime´es ne sont probablement pas optimales ge´ome´triquement. En fait,
nous pre´sentons la conjecture suivante.
Conjecture 3.1. Soit Ωn une suite de´croissante pour l’inclusion de domaines
convexes qui converge (pour la topologie de Hausdorﬀ) vers un convexe Ω∞ non
re´duit a` un point. Soit p0 = 0, la dimension de Ω∞. Alors:
(i) si p  p0, alors lim supn→+∞ µ1,p(Ωn) < +∞;
(ii) si p > p0, alors limn→+∞ µ1,p(Ωn) = +∞.
On peut naturellement donner une conjecture similaire pour les hypersurfaces
convexes.
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